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例によっていつも通り決定不能問題 (undecidable problem)について考えましょう．決定不能問題とは，コンピューター

プログラムによって解くことのできない計算課題のことです．決定不能問題についての概要は例えば第 10回つどいのスラ

イド [4]，第 3回関東つどいのスライド [5]，決定不能問題ギャラリー [6]などをご覧ください．

今回の講演では次の Postの問題について話します．

問題 (Postの問題 (Post’s problem)*1). ∅ <T A <T K なる c.e.集合 Aは存在するか？

上の問題の定義に現れる用語・記号について少し説明します．以下，変数 x, y, . . . などは ω = {0, 1, 2, . . . }の元を動くと
します．まず，個々のプログラムは有限長の文字列を用いて表されるので，プログラムの全体は可算集合です．そこでプロ

グラム全体を一列に並べて，e番目のプログラムによって計算される ω から ω への計算可能な部分関数を φe と書くことに

します．

入力 x ∈ ω に対する φe の計算が停止することを φe(x)↓ と書き，さらにそれが s ∈ ω ステップ以内に停止することを

φe,s(e)↓と書きます．この記法を用いると，プログラムの停止問題K は例えばK = { e ∈ ω | φe(e)↓ }のように書くことが
できます．

計算可能な述語 R(x, y)を用いて A = {x ∈ ω | ∃y ∈ ω[R(x, y)] }と書ける集合 Aは再帰的枚挙可能集合 (computably

enumerable set) または略して c.e. 集合 (c.e. set) と呼ばれます．各 s ∈ ω に対して φe,s(e)↓ かどうかは計算可能なので
K = { e ∈ ω | ∃s ∈ ω[φe,s(e)↓] }と書くことができ，よってK は c.e.集合です．

集合 A ⊆ ω に対して，Aの特性関数 χA : ω → {0, 1}を χA(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ Aで定義します．集合 A,B ⊆ ω に対し

て，「χB を用いたプログラムによって χA が計算できる」ということを A ≤T B で表します．これは各自然数が B に属す

るかどうかを知っていればある自然数が Aが属すかどうかを計算できるということですから，感覚的には「Aより B の方

が多くの情報を持っている」と解釈できます．A ≤T B かつ B ̸≤T Aであることを A <T B で表します．Aが決定可能な

らどんな B についても A ≤T B が成り立ちます．Aが決定不能であることは ∅ <T Aと同値です．

停止問題 K は決定不能なので ∅ <T K です．また，任意の c.e.集合 Aに対し ∅ ≤T A ≤T K が成り立つことが示せま

す．したがって Postの問題は次の問いと同値です: 「それ自体は決定不能問題であるが，その決定不能性を『仮に決定可能

だとするとK が決定可能となり矛盾する』という方法によっては証明できないような決定問題は存在するだろうか？」

R. M. Friedberg (1957)と A. A. Muchnik (1956)は有限害優先論法 (finite injury priority method)と呼ばれる手法を

用いて，Postの問題を独立に解決しました．本講演では，この Friedberg-Muchnikの定理の証明をなるべくわかりやすく

解説することを試みます．

前提知識は (原理的には) 不要ですが，“計算可能である” ということに対する適切な感覚を持っていることが望ましい

です．
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*1 Postの対応問題 (Post’s correspondence problem)とは無関係です．

https://twitter.com/waidotto
http://iso.2022.jp/math/tsudoi/10/slide.pdf
http://iso.2022.jp/math/tsudoi/kanto3/slide.pdf
http://iso.2022.jp/math/tsudoi/kanto3/slide.pdf
http://iso.2022.jp/math/undecidable-problems/

